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In jedem Dreieck gilt:

Eine Winkelhalbierende (9, = @,) teilt die
Gegenseite im Verhaltnis der anliegenden
Seiten.

6.6

6.6.1

Ahnliche Figuren

Die zentrische Streckung
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Ein konvexes Vieleck A heisst einer konvexen Figur B einbeschrieben, wenn
jede Ecke von A auf dem Rand von B liegt.

Beispiele:

Gegenbeispiele: @

6.6.2  Ahnliche Figuren

Eine Figur U heisst &hnlich zu einer Figur V, wenn man U mit Hilfe einer
zentrischen Streckung so vergrdssern oder verkleinern kann, dass sie zu V
kongruent ist.

Symbol: U ~ V

In dhnlichen Figuren sind alle entsprechenden Winkel gleich gross, und alle
entsprechenden Strecken als auch Kurven haben dasselbe Langenverhéltnis.

U~V <
k = a’ : o SPPTIRY - AR _ _a'+b'+c'+d’
— a b — c T & @ ® & @ W - a+h+c+d
k : Streckungsfaktor Figur U 5 Figur V
Flacheninhalte: Ay : Flacheninhalt Figur U Av : Flacheninhalt Figur V

Ay

U~V 2
= k Au
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6.6.3 Ahnliche Dreiecke

Stimmen zwei Dreiecke in zwei Winkeln Gberein, dann sind sie ahnlich.
a=a A p=p = AABC~ AA'B'C’
Wenn zwei Dreiecke ahnlich sind, dann haben zwei entsprechende Strecken

(z.B. Seiten, Héhen, Winkelhalbierende, Umkreisradien, Umféange, ... .)
das gleiche Langenverhéltnis.

P _a _ h _ w __u”
AABC ~ AA'B'C'=> k= a = THh T W T T T e = =
a’=k:-a, hh=k-h, .....

k: Streckungsfaktor AABC -5 AA’B'C’

Die Flacheninhalte dhnlicher Dreiecke verhalten sich wie die Quadrate entspre-
chender Strecken.

g Aagc a')? (h’)z 2
AABC ~ AA'B'CT = = = = i =k
c AABC ( a) h

= Aapc = k?- Ansc

A <y
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6.6.4 Ahnlichkeit am Kreis

Sehnensatz:

/N

/ Sekanten-Tangentensatz:
2 ala+b) =clc+d) = t*
S
N

Zusammengefasst (Potenzsatz):

Fiir jede Transversale eines Kreises durch einen Punkt S ist das Produkt
der Entfernungen zwischen S und den Schnittpunkten mit dem Kreis
jeweils konstant. Liegt S ausserhalb des Kreises, so hat auch das Quadrat
des Tangentenabschnittes denselben Wert.

Trigonometrie

71 Das rechtwinklige Dreieck

Definition:

s Gegenkathete cs 4= Ankathete
Hypotenuse Hypotenuse
Gegenkathete

tan ¢ = e (D'D-r-:(p-c: BDD)

Ankathete

A a, b: Katheten

"Hil““

c: Hypotenuse

i ,,i..1..|.,..wlm:%;:mﬂﬂﬂl} WHIHHHH‘ _ E i
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7.1.1 Die Arcusfunktion
"“H”:Ill a a
b i sinq:-:E :::tp:arcsin(-é)
' 2 = - (2)
cos¢ =5 = @=arccos |
c tantpz% = w=arctan(%j
7.1.2 Aufgaben aus der Optik

Brechung von Licht

|
einfallender i
Strahl ' reflektierter

Strahl
ﬁ Brechungsgesetz
2 von Snellius
optisch dichteres : q)' .
Medium : ebrochener . -
N gtr‘ahl? n,.sin® = n,.sin 9,
; j n : Brechzahl
. gebrochener

Totalreflexion Lichtstrahl

Optisch
dichteres’
Medium
&

teilweise
reflektiert

Lichtquelle

total
‘reflektiert

Totalreflexion:

Kritischer Einfallswinkel wenn Brechungswinkel 90° erreicht
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7.1.3

Flacheninhalte eines Dreiecks

In jedem Dreieck gilt:

A=~ -p-g-sing

Segment:

g

R

g2, 9 A_lmo sine),
h 360° \360° 2 )
A=Lpr 0° < ¢ < 360°
1N 3 - XN "“) 2
A=E{pr A-E(q:—smq)r
7.2 Das allgemeine Dreieck
7.2.1 Definition der Winkelfunktionen fiir beliebige Winkel
Definition:
sina =vyp
_______ | tana cos o = Xp
Ye sin o
tana = o= = Tosa
X (xp20)
>

Einheitskreis
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7.2.2 Der Sinussatz

Sinussatz:

In jedem Dreieck ABC gilt:

amb_czzf

sin o sinfp sin y

a:b:c=sina:sinf: siny

Winkelhalbierende im Dreieck:

a_m
P11 =92 = = =
/&\ .
n m
7.2.3 Der Cosinussatz
Cosinussatz:
X In jedem Dreieck gilt:
. x? = u® + w? - 2uw cos ¢
¢ ist Gegenwinkel von x.
W
7.3 Goniometrie
7.3.1 Beziehungen zwischen sin a, cos a und tan a
. _ sina
sina + cosa = 1 tan & = Sos

sin(a) = y1-cos?(a)
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7.3.2 Additionstheoreme

sin (o +B) sino-cos P+ cosa-
sin {a—B) = sina-cosfp - cosa:

cos (0+P) = cosa-cosP - sina:

cos (o—P) = cosa-cosfP + sina:

tan (a+p) = tan o + tan B

@ " 1-tana- tan
tan o — tan

tan (o-p) = b

1+ tana - tan P

sin 3
sin B

sin
sin P

7.3.3 Funktionen des doppelten Winkels

sin (2a) = 2-sino-cos o

cos (2a) = cos?a — sinZo, = 1 - 2-sina = 2-cos2a — 1

2- tano

tan (2a)
1 - tan?a
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7.3.4 Goniometrie Ubersicht

sina 1 cos
: tan & = ; cota = —
COS col o SIn

- 2 2
; sin“a +cos” =1
sina = cos(a - 90°%) ; cosa =sin(a +90°)

tan - cot ax = 1

sina = cos(90°-a) cosa =sin(90°-«)

Umrechnungstabelle:

. tan @ 1
sing =+1- cos” @ = =
v ¢ J1+lan2tp J1+cot24p
1 t
COS@ = 1-sin’ @ = o7

Ji+tan®e B J1+cot? g

sing H,h—cosge;o_ 1

tan @ = = =
7 Ji-sin®g@ cos @ cot ¢
. 1/1 —sin® @ Cos @ 1
cot B = =
¢ sin ‘ﬁ —cos’p tang@

Additionstheoreme:

sin(a + f3) =sina-cosf + cosa-sinf
cos(a + ) = cosa - cosff —sina-sinff

tan o + tan f8
1-tan « -tan 8
sin(a — B) =sina - cosff —cosa - sinff
cos(a — ) =cosa -cosf +sina-sinf
tan a — tan 3

tan(ax +f) =

ta — -
n(a=p) T+ tan @ -tan B
Funktionen des doppelten Winkels: Funktionen des halben Winkels:
sin22=l-(1—cosa)
sin2a =2 Sing ~cosa 2 2
cos2a =cos’ a —sin” a coszgzlg-(1+cosa)
2-tan o
tan 2 = ,a 1-cosa
1-tan®a tan®— =
2 14cosa
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7.4 Trigonometrie Il

sin

sin(180° — a) =sin(a) fur 0° <a <90°
sin(180° + a) = —sin(a) fur 0° <a <180°
cos

cos(180° — a) = —cos(a) fur 0° <a <90°
cos(180° +a) = —cos(a) fur 0° <a <180°
tan

tan(90° + a) = —tan(90° —a) fur 0° <a <90°

tan(180° + a) =tan fur a []0°;180°]\{90°}

T
n .. ........ ..
| - ]
; [ u .
sin(x) : Intervall = 360°
sin(2x) : Intervall = 180°
sin(3x) : Intervall = 120°
L={..;x-Intervall ; x ; x + Intervall ; x + 2 Ontervall ; ....}

(je nach Grundmenge)

8 Stereometrie

8.1 Beziehungen im Raum

8.11 Lage von Punkten, Geraden und Ebenen im Raum
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Symbole: Punkte: A, B, C,

Ebenen: €, ,

Gegenseitige Lage von Geraden:

..... Geraden: a,b,c, .....

sich schneidende Geraden:

a und e
a und d

parallele Geraden:
b,c und d

windschiefe Geraden:
a und b ,
e und b ,

a und ¢
e und c
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Die Ebene

Eine Ebene ist eindeutig festgelegt durch:

3 Punkte A, B, C 1 Punkt A und 2 sich s'c'hneidende 2 parallele Geraden
1 Gerade g - Geraden

Gegenseitige Lage von Ebenen:
Zwei Ebenen

~schneiden sich ; ~ sind parallel

Schnittgerade

Gégénseitige Lage von Gerade und Ebene: .

~ Die Gerade _ - _ o .
- liegt in der Ebene ~ ist parallel zur Ebene durchstésst die Ebene

Durchstosspunkt
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8.1.2 Winkel im Raum

Gerade — Ebene:

Ebene — Ebene:

Der Winkel ¢ zwischen einer Geraden g

und einer Ebene £ ist der Winkel zwischen
der Gerade g und ihrer senkrechten Pro-
jektion g' in der Ebene €.

Spezialfall: Lot

Eine Gerade g heisst Lot einer Ebene €,

wenn es in € mindestens zwei Geraden gibt,
die zu g senkrecht stehen.
Die Ebene £ ist die Normalebene zu g.

Der Winkel ¢ (¢ < 90°) zwischen den
Ebenen €, und €, ist wie folgt definiert:

Errichtet man in einem beliebigen Punkt P

der Schnittgeraden s je eine Senkrechte p
und q zu s in beiden Ebenen, so bilden
diese Geraden den Winkel ¢.

Spezialfall: Normalebene
Ist @ = 90° stehen die beiden Ebenen nor-
mal zueinander.
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8.1.3 Das Prisma

n-seitiges Prisma:

Deckflache D X . )
Mantel M Jeder gegmetrlsche Korper, der be
grenzt wird von

zwei kongruenten und parallelen

n-Ecken (Grund- und Deckflache)
und

n Parallelogrammen (Mantel)

Hohe h

Grundftéche G
5-seitiges Prisma heisst n-seitiges Prisma.

Die Oberflache S: S =M+G+D

M: Mantelflache (Summe aller Seitenflachen)
G: Grundflache
D: Deckflache D = G

Das Volumen V: V = G- h

h: Hohe {Abstand von Grund- und Deckflache)

Gerades Prisma:

Ein Korper heisst gerades Prisma, wenn
der Mantel ausschliesslich aus Rechtecken
besteht.

Sonderfélle des geraden Prismas:

Regulédres Prisma: Die Grundflache ist ein regulares Vieleck.
Quader: . Die Grundflache ist ein Rechteck.
Wiirfel: Quader mit lauter gleich langen Kanten.

Quader H oo G
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8.1.4 Pyramide und Pyramidenstumpf

n-seitige Pyramide:

Spitze

Eine n-seitige Pyramide ist ein geo-
metrischer Kérper, der begrenzt wird
von einem Vieleck (n-Eck) und von

n Dreiecken {Seitenflachen), die einen
Eckpunkt (Spitze) gemeinsam haben.

Seitenkante

Grundkante

5-seitige Pyramide

Die Oberflache S: S = M+ G

M: Mantelflaiche (Summe aller Seitenflachen)
G: Grundfldache

Das Volumen V: V = %G -h

h: Abstand der Spitze S von der Grundflidche G

Gerade Pyramide:

Bei der geraden Pyramide féllt der Fusspunkt der
Héhe h mit dem Schwerpunkt S der Grundfléche
zusammen.'

Regulére Pyramide: Die Grundflache ist ein reguléres Vieleck.
Tetraeder: Die Grundflache ist ein Dreieck.
Reguléres Tetraeder: Vier gleichseitige Dreiecke als Begrenzungsflachen.
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n-seitiger Pyramidenstumpf:

Pyramidenstumpf nennt man jeden geometrischen Kérper, der entsteht, wenn
sine Pyramide durch eine zur Grundflache parallele Ebene geschnitten wird.
Damit erhéalt man einen Pyramidenstumpf und eine Ergdnzungspyramide.

Deckfiache D Ein Pyramidenstumpf wird von zwei

zueinander parallelen und ahnlichen
aber nicht kongruenten n-Ecken
sowie n Trapezen begrenzt.

Grundfliche G

5-seitiger Pyramidenstumpf

Volumen: V =

[AFE

h(G+,/G_D+D)
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8.1.5

Prismatoide

Deckflache Deckkante

Grundflache

Ein Prismatoid (Prismoid) ist ein Polyeder mit der folgenden Oberfléche:

Grund- und Deckfldche sind parallele Vielecke; die Eckenzahl kann
verschieden sein.

Die Deckflache darf zu einer Strecke (Deckkante) oder einem Punkt
entartet sein.

Der Mantel besteht aus Dreiecken, Trapezen oder Parallelogrammen.

Sonderfalle des Prismatoids: Prisma, Pyramide und Pyramidenstumpf

Bei einem senkrechten Prismatoid liegen die Schwerpunkte der Grund- und
Deckflache senkrecht Ubereinander.

Das Volumen eines Prismatoids:

V = %(G+D+4Am)

Hohe (Abstand zwischen Grund- und Deckflache)
Grundflache '
Deckflache (besteht diese aus einer Strecke oder einem Punkt,

soist D = O einzusetzen.)

: Mittelschnittfiache (Schnittflache in halber Hohe und parallel zur

Grundflache). Die Mittelschnittebene halbiert alle Seitenkanten.
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8.1.6 Regulére Polyeder (Platonische Korper)

Ein Polyeder heisst regulidr oder Platonischer Korper, wenn er von kongruenten
regulédren Vielecken begrenzt wird und wenn in jeder Ecke gleich viele Kanten

zusammenstossen.

reguléres Tetraeder:

Feuer

Wiirfel (Hexaeder):

Erde
Oktaeder:

Luft
Dodekaeder:
lkosaeder:

Wasser

Wie der Wiirfel breit und lastend
im Bereich der Schwere ruht,
strebt empor das Tetraeder

wie die Flamme aus der Glut,
schwingt bewegt sich in die Weite,
nach der Hohe in die Breite,

und der Kanten strenges Streben
ist erflllt von Kraft und Leben.

Gleicher Hohe, Lange, Breite,
rechtgewinkelt jede Seite,

zeigt des Wiirfels klare Form

klares Mass und klare Norm.

Weit entfernt vom Raum der Kugel,
die dem Himmel zu vergleichen,
sind des Wiirfels Kanten, Ecken
ganz und gar ein irdisch Zeichen.

QOktaeder, schwebst im Raume
schwerelos fast wie im Traume,
ragst du ruhend im Gefilde

als kristallenes Gebilde.

Strebst hinaus nach allen Seiten,
in die Héhe, in die Weiten,

bist verwandt dem Element,
welches keine Schwere kennt
und als Atem allem Leben

seine Kraft vermag zu geben.

Pentagondodekaeder,
lass im Raum, den du umschlossen,

Himmelsmaterie tastend uns herum bewegen,

lass die Flachen deiner Hillle,

ihre Kanten, ihre £cken

denkend in den Raum uns wandeln,
der zur Kugel weit sich rundet

und uns jene Kraft bekundet,

die im Anfang alles war

und in allem sein wird immerdar.

Wenn sich im {kosaeder

zwanzig Flachen still ber(hren,

als wirden sie die Kugel spiren,
fihlen wir die Krafte walten,

die im Wasser sich entfalten,
wenn es sich zu Schnee verdichtet
und zur Sternenform sich lichtat.
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8.2 Krummflachig begrenzte Kérper

8.2.1 Der Kreiszylinder

Kreiszylinder:

ein Kreiszylinder.

Grundflache

gerader Kreiszylinder schiefer Kreiszylinder

Verschiebt man eine Kreisflache parallel um eine bestimmte Strecke, so entsteht

Mantellinie: Verbindungsstrecke zweier entsprechender Punkte der beiden Kreis-
linien. Sie ist immer parallel zur Kérperachse.

Volumen V:

V=G h= arth

Gerader Kreiszylinder: Verschiebung senkrecht zur Kreisfldche, d.h. die Achse

steht senkrecht zur Grund- und zur Deckflache.

Oberfléache S:

S=G+D+M =2u% + 2rnrth = 2nr(r+h)
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8.2.2 Kreiskegel und Kreiskegelstumpf

Verbindet man alle Punkte einer Kreislinie mit einem Punkt, der ausserhalb der
Kreisebene liegt, durch Strecken, so entsteht ein Kreiskegel.
(im Folgenden Kegel genannt)

Volumen:

V=

1 = L. 2h
3Gh 3r

gerader Kegel schiefer Kegel

Gerader Kreiskegel

Mantelflache: M = 2rrm
Oberflache: S=arir+m) 360° =

3|~

m: Mantellinie
a: Offnungswinkel
o: Zentriwinkel des abgewickelten Mantels

Kegelstumpf nennt man jeden geometrischen Korper, der entsteht, wenn ein
Kreiskegel durch eine zur Grundflache parallele Ebene geschnitten wird.
Damit erhéit man einen Kegelstumpf und einen Erganzungskegeli.

Volumen: V= %h(r2+R2+Rr)

Der gerade Kegelstumpf:

Mantelfidche: M = zm (r+R)
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8.2.3

Kugel und Kugelteile

Kugel:
Volumen:

Oberflache:

Kugelsektor:

Volumen:

V = 431t 3
S =4nr?
V=%“—r2h

Kugelsegment:

Volumen:

Oberflache:

Kugelhaube:
(Kalotte)
Kugelschicht:
Volumen:

Oberflache:

Kugelzone:

V=~g—h(3a2+3b2+h2)

S =A+n(a2+b2)

A=2xnrh
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8.2.4 Rotationskorper

Guldinsche Regeln
Meridian: Erzeugende ebene Kurve
S¢: Schwerpunkt der Meridianflache
A: Inhalt der Meridianflache
S.: Schwerpunkt der Meridianlinie
m: Lange der Meridianlinie

Das Volumen eines Rotationskdrpers ist gleich

dem Produkt aus dem Flacheninhalt A der den V=2rnrg-A

Kdérper erzeugenden Flache und dem Weg, den

ihr Schwerpunkt bei einer Umdrehung um die

Rotationsachse zuriicklegt.

Der Mantel eines Rotationskérpers ist gleich

dem Produkt aus der Linge der den Kérper M=2r-r.-m

erzeugenden Kurve und dem Weg, den ihr

Schwerpunkt bei einer Umdrehung um die

Rotationsachse zuriicklegt.

8.3 Ahnliche Kérper

Langen: Kk =—— = =~ Teereens

I
Il
1

Flicheninhalte: k2

Volumen: k3 =
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9 Vektorgeometrie
9.1 Vektoren in Polarform
b
—
a
a>0
Bezugsgerade
/ \< B<0 (entspricht 0° bzw. 180°)
i .
a = (alo) Vektor = (Betrag/Winkel)
Betrag von a: | a | = a Der Betrag von a entspricht der Pfeillange.
Gleichheit von Vektoren:
Zwei Vektoren sind gleich, wenn sie in Betrag und Richtung {ibereinstimmen.
9.2 Elementare Vektoroperationen
Addition:
¢
—
—
3 : )
- =

==
Der Vektor T heisst die Summe oder Resultierende von a , b und c:

— - = -
r =a+b+c

Die Resultierende erhilt man durch den Pfeil vom Anfangspunkt des ersten bis
zum Endpunkt des letzten, angesetzten Pfeiles.

Rechengesetze: a + E =b+a (Kommutativgesetz)
= I e - —
a + (b + E) = (a -+ b) + ¢ (Assoziativgesetz)
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Subtraktion:

Rechengesetze:

Unter dem Gegenvektor (—E) von a versteht man

jenen Vektor, der denselben Betrag, aber die entgegen-
gesetzte Richtung wie a hat.

: — — —
Der Gegenvektor einer Verschiebung AB ist — AB = BA.

2"\F o PR

=1

a-
a-a= E {(Nullvektor)

‘walzlb-a

Multiplikation "Skalar mal Vektor”

a ka
k-a =

Betrag: Jbl =

wl

= )

|ka| =1kl-|3] ., keR

Richtung: k > 0: k-a und a haben dieselbe Richtung.
= = x o
k <0: k-a und a sind entgegengesetzt gerichtet.
Sonderfélle: 132 = a : (-1)a =-a 0a =0
- —
Rechengesetze: m (3 + b) =ma +mb
{m+n}~§ =ma +na m,ne€R
—F —
m(n-a] = (m-n)-a
a _1->
m ~m@

Kollineare Vektoren: Vektoren, die parallel oder antiparallel sind.
— —

a und bsind kollinear & 3 =kb , ke R A k#0
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9.3

Vektoren in Komponentendarstellung

Die Menge aller Pfeile mit derselben Lange und derselben Richtung bildet einen
Vektor. Ein einzelner Pfeil heisst Repréasentant (Vertreter) des Vektors.

Ortsvektor eines Punktes A:
—

Représentant, der vom Koordinatenursprung O ausgeht. Symbole: OA oder ra

Komponentendarstellung eines Vektors:
- a1

a = 5 . Die Zahlen a, und a, heissen Koordinaten oder
2
Komponenten des Vektors a
- = ai b1 ] [31 tby )
Rech setze: £ b = + =
echengesetze a [Ez ) ( 5 e
= k-
k: & =k- ( a1 || &3 keR
daz k-as

= 1|'a$+a§

Fiir zwei beliebige Punkte A (a,/a,)
und B (b,/b,) gilt:

—_— — —3 _
AB=A0+DB=_.T;+;;=(|J1 31)
by -a2
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9.3.1 Dreidimensionale Vektoren

. ai b1 a1 tbs
Rechengesetze: a+hb= az | +| bz | =| aztbaz
asz b aztbs
a) k-ai
ka =k-| az | =| k-az |, keR
as k-az
a1
2 2
|§l= az =Ja$+ﬂz+ﬂg
aa
94 Das Skalarprodukt
b a Winkel zwischen zwei Vektoren:
- - - )
a - b ® (pzz(a,b), 0° <= 180°
- -
Skalarprodukt: a-b= |3| . 'b| -COoS ¢

Das Skalarprodukt von zwei Vektoren ist eine reelle Zahl, kein Vektor.

In Komponentendarstellung:

L - ai b1
a-b=|az|-| bz | =ajby +azb2 +asbs
as b3
2 2
Gesetze: a - @ = (5’) = |3|
- -
a-b==5b- 3
- -
Z-(b+?:’)=”5-b+?§-3
- -
(m-g) . (n-b = mn(g-b) , m,neR

-
Zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren a und b sind genau dann
orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt Null ergibt:

- - - - >
gJ_bund a#z0und b #0 o a:-b=0

cos’a +cos® B+cos’ y=1
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9.5 Das Skalarprodukt Il

Das Skalarprodukt von zwei Vektoren ist eine reelle Zahl, kein Vektor.

a*b = |al b| Bos(a)

Das Skalarprodukt von zwei aufeinander rechtwinkligen Vektoren ist 0.

In Komponentendarstellung:

o

1
b2 = albl +a2b2 +a3b3

Q,
*
o
]
D D
N [5s
O

3 3
Nach cos(a) umgeformt:
ab, +ab, +ah, a

cos(a) = = °b
&l b altb)|

Achtung:
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9.6 Die Gerade
i ng einer Geraden:
P0 - AZ Parametergleichung eine
u
Gerade T =ro +tU mit teR
t: Parameter
—> .
u: Richtungsvektor
y ro: Ortsvektor des Ausgangs-
= punktes P,
T: Ortsvektor eines beliebigen
Punktes P der Geraden
X Xo Uy X =Xo+1-uy
— - —>
r =rp +t-u < Yy | =1{ Yo |+t uz < Yy = Yo +t-uz
z 20 us 2=20+1t-uj3
9.7 Die Ebene
9.7.1 Die Parameterdarstellung einer Ebene
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S

Parametergleichung einer Ebene:

y
-

_)
- - - .
r =ro +sa +tb mit s,t €R

. Parameter

[
ol

Richtungsvektoren (spannen die Ebene auf)

- ~>

a und b dirfen nicht kollinear sein.

Ortsvektor des Ausgangspunktes P,.

Ortsvektor eines beliebigen Punktes P der Ebene.

Tl

Komponentengleichungen:

b3

x

o

[V}

o

x
|

=Xg+S-aq +t-b;
Yo+S-az2+t-b>
z Zo as bj Z=20+S+az +t-ba

<
Il
~<
o
+
<]
Q
N
+
~+
-2
N
<
It
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9.7.2 Die Normalen einer Ebene

a
Der Vektor n =| b | ist ein Normalvektor der Ebene ax + by + cz = d.
c
X
ax +by+cz =d < n-r=d mt =y
z

Ebene durch A und normal zu n:
- - -
n -(r - rA) =0

Abstand q des Punktes P von der

Ebene N - _r'—r_,;)=0:

- [ > —
n-{rp — ra

i 7|
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9.8 Berechnungen mit Gerade — Ebene und Ebene — Ebene

9.8.1 Koordinatengleichung umwandeln zu Parametergleichung

ax — by —CZ = | auflosen nach x

M

=—y+—2+— |einsetzenin
a a a

Parametergleichung

VARFAREA
0O [+s 1 [+t O
0 0 1

p':

9.8.2 Parametergleichung umwandeln zu Koordinatengleichung

a d g
r={b|+s e[+t h | Matrix erstellen
C f [
st xyz (]
d g1 0 0:a _ o _
: : | rref() uns interessiert die letzte Zeile
e h:0 1 0:b
f i:00 1 c
0 0 1 A B C
l | l l | entspricht: X+ Ay+Bz=C
0 0 Ix +Ay +Bz =C

9.8.3 Untersuchung Ebene <-> Gerade

a d g J m
g:r=|b|+s| e E:r=|h|+v|k|[+w n
C f [ I 0
gegeniberstellen!
a + sd = g + vj + wm
b + se = h + vk + wn | berechnen fir (t,v,w)
c + sf =1 + vl + wo
Keine Lésung: Eine Losung: Mehrere Losungen:
gllE gnE g schneidet E g_D E
h und E sind Parallel Durchstosspunkt gistauf E
a+sd g +Vvj+wm
D=|{b+se | D=| h+vk+wn
c +sf i +vl+wo
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9.84 Untersuchung Ebene <-> Ebene

Koordinatengleichung gegeniberstellen
« Falll: E1=E2
E1 ist gleich oder ein vielfaches von E2
-> Die Ebenen sind IDENTISCH
« Fall2: E1||E2
Die linke Seite von EL1 ist gleich oder ein vielfaches von E2
Auf die rechte Seite trifft das nicht zu!
-> Ebenen sind PARALLEL
Fall3: E1 N E2
Die Gleichungen sind verschieden
-> Die Ebenen SCHNEIDEN sich!

gemeinsame Gerade muss mit einer Parametergleichung gesucht werden. z. B.

El ax + by + ¢z = d | Variable z eliminieren
E2 hx + Iy + jz = k | jz = minus n - fache von cz)
| nax+hx + nby+iy = nd+k | |->n*E1+E2addieren
| nach y auflésen
anx - hx dn + Kk _ .
= - + - | in E1 einsetzen
bn + i bn + i
ax+b(anx_r_]x+dn+i_(j+cz =d | nach z auflésen
bn +i bn +i
bhx - aix di — bk .
Z = - + - | einsetzen (x=t)
bnc + ic bnc + ic
X = 1t 0 1
dn+k ant —ht _| dn+k ant — ht
y = - t — -> g — |+t -
bn+i bn+i bn +i bn+i
, di —bk N bht —ait di —bk bht — ait
bnc +ic bnc +ic bnc +ic bnc +ic

9.8.5 Allgemein

a
Normalvektor fi von ax+by+cz=d -> |b
C
| ]
Abstand eines Punktes ax+by+cz=d = = = =
ol +]of" +Ic
o oo [ |
Winkel zwischen g und E sin(d) = ———
| 0o, |
N _ |m |
Winkel zwischen E1 und E2 €0S(0) = ——
I, | O,
9.8.6 Abstand Punkt-Ebene berechnen
‘n *(FP - rA)‘
= |ﬁ g = Abstand des Punktes von der Ebene i = Normalvektor
I, = Vektor zum Punkt I, = Vektor zu einem beliebigen Punkt in der Ebene
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Anhang — Geometrie

10.1 Dimensionskontrolle

Der Begriff Dimension hat verschiedene Bedeutungen.
In diesem Kapitel geht es um die Dimension einer physikalischen Grdsse.

Beispiele: - Die Grossen 5 m, 7 km und 4 Meilen haben die Dimension Lange.
- Die Grossen 84 g, 23 kg und 5t haben die Dimension Masse.
- Die Gréssen 7 m/s und 60 km/h haben die Dimension Lénge : Zeit

Unter der Dimension einer physikalischen Grésse versteht man die Beziehung
(Formel) dieser Grosse zu den Basisgrossen (Lédnge, Zeit, Masse, el. Stromstérke,
Temperatur, Lichtstarke, Stoffmenge).

Beispiele:  dim (Geschwindigkeit) L;';?te
dim (Kraft) = ~hasse ' Lange
(Zeit)

Alle in der Geometrie vorkommenden Gréssen (Streckenldnge, Flacheninhalt,
Volumen und Winkel} kénnen auf die Dimension Lange {Symbol: L) zurick-
gefihrt werden:

dim (Streckenldnge) = L
dim (Flacheninhalt) = L-L = L2
dim {(Volumen) = L.L-L = L3
L
L

dim (Winkel)

= 1 {(Winkel im Bogenmass: rad)

Grossen konnen nur dann addiert oder subtrahiert werden, wenn sie dieselbe
Dimension haben.

Beispiele:

1) 2.3m -80cm + 4 yard ist definiert

2) 9m? + 7 ist pnicht definiert, weil 7 nicht die Dimension L2 h
3) 36 cm + 43 kg ist nicht definiert

Beachten Sie den Unterschied zwischen Dimension und Einheit:
"Dimension” ist der allgemeinere Begriff, denn fir eine vorgegebene Dimension
gibt es meistens verschiedene Einheiten.

Beispiel:  dim (A) = L%,  Einheiten von A : cm?, m?, Are, ...

dim (V) = L3,  Einheiten von V : cm?, m?, Liter, ...
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10.2 Der mathematische Lehrsatz

10.2.1 Der Aufbau eines mathematischen Lehrsatzes

In der Mathematik ist es ublich, dass man zu einer Behauptung auch die Bedin-

gungen nennt, unter denen sie gilt.

Deshalb bestehen mathematische Satze haufig aus:

1. den Bedingungen, die man zugrunde legt. Man nennt sie Voraussetzung des
Satzes.

2. der Folgerung, die man aus der Voraussetzung zieht. Sie heisst Behauptung
des Satzes.

Um Voraussetzung und Behauptung besser zu trennen, formuliert man mathe-

matische Satze haufig in der Wenn-dann-Form.

Bezeichnen wir die Voraussetzung mit A und die Behauptung mit B, dann lautet

das Schema fir eine Wenn-dann-Aussage:

Wenn A , dann B

A = B

Eine Wenn-dann-Aussage nennt man Implikation.
Ublicherweise bezeichnet man eine Implikation nur dann als "Satz", wenn sie
wabhr ist.

Beispiele:
(1) - Eine Zahl, die durch 6 teilbar ist, ist auch durch 2 und 3 teilbar.
- Wenn eine Zahl durch 6 teilbar ist, dann ist sie auch durch 2 und 3 teilbaj

(2} - Jedes Parallelogramm ist punktsymmetrisch.
- Wenn ein Viereck (oder: eine Figur) ein Parallelogramm ist, dann ist es

punktsymmetrisch.

(3) - Im Dreieck sind zwei Seiten zusammen immer langer als die dritte Seite.
- Wenn drei Strecken ein Dreieck bilden, dann sind je zwei zusammen lange

als die dritte.
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10.2.2  Wabhre und falsche Implikationen

Um zu zeigen, dass eine Implikation wahr ist, muss man sie beweisen.
Um zu zeigen, dass eine Implikation falsch ist, genligt ein einziges Gegenbeispie
Ein Gegenbeispiel erfiillt die Voraussetzung, nicht aber die Behauptung.

Beispiel:
Die Implikation "n ist durch 3 teilbar = n ist durch 6 teilbar” ist falsch.
Gegenbeispiel: n = 9

Allgemein gilt:

Die Implikation A => B ist wahr, wenn gilt:

Lo € Lg (La ist Teilmenge von Lg)

L, : Lésungsmenge der Voraussetzung
Lg : Ldsungsmenge der Behauptung

Ist L, = Lg, sosind A= B und B = A wahr. Man schreibt dann A< B.

Beispiel: Fur jede reelle Zahl x gilt: O <x<1 = [x| <1
Beachte: Die Implikation [x|<1 = O<x<1 ist falsch.
Gegenbeispiel: x = -0.4
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10.2.3 Die Umkehrung einer Implikation

Man erhalt die Umkehrung einer implikation A = B, indem man Voraussetzung
und Behauptung vertauscht: B = A,

Beispiel 1:
Satz:

Wenn zwei Rechtecke kongruent sind, dann sind sie flachengleich.
Umkehrung: A

Wenn zwei Rechtecke flachengleich sind, dann sind sie kongruent.

Die Umkehrung ist falsch!
Gegenbeispiel: Lange 4 cm, Breite 3 cm und Lénge 6 cm , Breite 2 cm.

Beispiel 2:
Satz:

Wenn ein Dreieck gleichseitig ist, dann sind alle Winkel gleich gross.
Umkehrung:

Wenn in einem Dreieck alle Winkel gleich gross sind, dann ist es gleichseitig.

Die Umkehrung ist wahr.

Wie die beiden Beispiele zeigen, gilt:

Die Umkehrung einer wahren Implikation kann wahr oder falsch sein.

Sind eine Implikation und ihre Umkehrung wahr (wie im 2. Beispiel), so schreibt
man:

A < B gesprochen: A ist dquivalent zu B,
oder
A gilt genau dann, wenn B gilt.

Beispiel 2:
Ein Dreieck ist genau dann gleichseitig, wenn alle Winkel gleich gross sind.
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Man erhalt die Umkehrung einer Implikation A = B, indem man Voraussetzung
und Behauptung vertauscht: B = A.

Beispiel 1:
Satz:

Wenn zwei Rechtecke kongruent sind, dann sind sie flachengleich.
Umkehrung: A

Wenn zwei Rechtecke flachengleich sind, dann sind sie kongruent.

Die Umkehrung ist falsch!
Gegenbeispiel: Lange 4 cm, Breite 3cm und Lénge 6 cm , Breite 2 cm.

Beispiel 2:
Satz:
Wenn ein Dreieck gleichseitig ist, dann sind alle Winkel gleich gross.

Umkehrung:
Wenn in einem Dreieck alle Winkel gleich gross sind, dann ist es gleichseitig.

Die Umkehrung ist wahr.

Wie die beiden Beispiele zeigen, gilt:

Die Umkehrung einer wahren Implikation kann wahr oder falsch sein.

Sind eine Implikation und ihre Umkehrung wahr (wie im 2. Beispiel}, so schreibt
man:

A < B gesprochen: A ist dquivalent zu B,
oder
A giit genau dann, wenn B gilt.

Beispiel 2:
Ein Dreieck ist genau dann gleichseitig, wenn alie Winkel gleich gross sind.
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